Chapitre IT

Cinematique du point matériel
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» Définition de la cinématique

La cinématique est une branche de la mécanique qui étudie les mouvements
des corps dans P’espace en fonction du temps indépendamment des causes qui
les provoqguent.

» Hypotheses en mécanique classique

= On considere que tout systeme physique est réduit a un point matériel
(particule M) coincidant avec son centre de gravite et contenant sa masse m.

= Nous admettons que sa vitesse v est négligeable devant la célérité de la
lumiere c.

= On suppose que P’espace est de dimension au plus 3 et que le temps est
absolu indépendant du lieu.
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Validité du concept de point matériel

Si on considére par exemple un ballon, peut-on le considérer comme un point
matériel?

Prenons deux exemples:

Exemple 1: le cas d’un ballon de rugby, sa rotation sur lui-méme |
est le plus souvent visible du fait de sa forme ovoidale. Il parait
alors difficile d’assimiler le ballon de rugby a un point ; le seul
cas envisageable est celui d’une translation au cours de laquelle

le ballon ne tourne pas sur lui-méme.

Exemple 1: le cas d’un ballon de football, sa forme sphérique ne

permet pas de visualiser les effets liés a la rotation du solide sur
lui-méme. On peut alors étudier sa trajectoire comme celle d’un
point matériel. La rotation du ballon, que on peut considérer
comme uniforme au cours du temps, intervient pourtant dans

l’expression de l’énergie cinétique du solide et influence donc son
mouvement.
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La cinématique a pour but de préciser les trajectoires et les lois horaires.

» Pour étudier le mouvement d’une particule M, on doit repérer la position de cette
particule dans : » |e temps > Pespace

> Repére d’espace

Pour repérer la position d’une particule, il est nécessaire de définir un repere
d’espace A un solide, lié a ce repere d’espace, on fixe une origine O et une

-> > >

base (i, j,k
Le triedre ( i g, kj est le repere d’espace.
» Repére de temps

Pour éetudier le mouvement d’une particule, on a aussi besoin d’un repere de
temps .

On définie un repere de temps par une origine et une unité a P’aide d’une
horloge.

> Référentiel
Le repere d’espace et le repere de temps définissent un réeféerentiel.

Un reférentiel est donc un « objet+horloge » par rapport auquel on étudie le
mouvement.

Tout mouvement est relatif au réeférentiel utilise.
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@ POSITION ET TRAJECTOIRE

» La position

La position d’une particule M est sa trace dans un repere au cours du temps .

» Latrajectoire

La trajectoire d'une particule mobile est I'ensemble des positions occupees par
ce point au cours du mouvement.

Exemple :

Repere R
(Mobile)

Repere R,
(Fixe)

Trajectoire de M (Valve)

par rapport a R, : Trajectoire de M (Valve)

par rapport a R : cercle

= La trajectoire dépend donc du repére, on dit que la trajectoire est relative.
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= Position du point matériel

Vecteur vitesse

La position du point mateériel peut étre définie au cours du temps en fonction du

vecteur position

On peut aussi reperer ce point en utilisant les différents systemes de coordonnées.

Ce point M parcourt la trajectoire C et a chaque instant sa position est repérée par :
= ses coordonnées (X, Y, Z) :

Z

.\.

~

Z (k)

.\.

\O

R (O,X,Y,2) réferentiel

= Le vecteur OM s’écrit dans ce cas: OM = xt+y] + zk

oM

Avec : U = —\ecteur unitaire de la direction (7

loml|

Ou OM = ||lOM||d = /x2 +y2 + 22 U

6
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Vecteur vitesse moyenne

Soit une particule M mobile sur une trajectoire définie par rapport a un référentiel
R (OXYZ). A chague instant t, la position de M est repérée par : oM

A

M’ (t+At)

>

La vitesse moyenne sur l'intervalle de temps [ t, t+ At ] est egale au déplacement par
unité de temps, soit :

; _ MM' MO +OM' oM '— oM
moyenne At At — At

X (t + At) — x (1) AX

At At

- y(t+ At —y() Ay

Vmoyenne — At - At
z(t+ At) — z(1)

At \Z

paN & 7
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Vecteur vitesse moyenne

L1 Rappels mathématiques: Dérivée d'une fonction

On appelle "'secante' la droite qui joint les deux points
(x, f(x)) et (x+h, f(x+h)).

focth)f) ()
f(X+ h) ................................................. ; \

sécante
R(oxyz) X x+h
f h) —f
Sa pente est : (x+h) )

h

Lorsque h tend vers 0, la sécante tend vers la tangente a f(x) en x. M
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Vecteur vitesse moyenne

.
““““

"
.
"
"
“““
.
s
a®
A

M(t) tend vers M’(t)

>
X

La pente de cette tangente est appelée « dérivée de fen x »

f(x+h)—f(x) df
h - dx

En cinématigue, la variable est genéralement le temps t, soit :

:fl
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Vecteur Vitesse instantanée

Pour obtenir la vitesse a l'instant t, on fait tendre At vers zéro dans I'expression de la
vitesse moyenne sur l'intervalle [t,t+At].

On a la vitesse moyenne :

\—; NN T OMN"—OMN1
moyenne
AL AT
Et la vitesse a l'instant t (vitesse instantanée):
— MM ' OM' —OM dOMi
V(t) =Im —— = 1m = (
At—0 At At—0 At dt
MM ' MM
V(t) = 1lim ‘ ‘ x lim ,,
At—> 0 A t M ]
q J J
X Y
Soit :
N, ; ¥
N (N — v (M )‘ -z
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R(oxyz)

INTERPRETATION GEOMETRIQUE

Q

>

V(MR __gennees
M’(t+At)

% e

0T Mt
A" () Y )

Mo(to)

\> Trajectoire de M par rapporta R

—estagrrvecteur unitaire tangent ala traject0|re

> Avec:

V(M) — ‘V(T\/I)‘_%'

En chaque point de la courbe:
= le vecteur vitesse est tangent a la courbe; elle indique la direction du

déplacement;

= le sens du vecteur vitesse indique le sens du mouvement du mobile;

= la norme du vecteur vitesse indique la longueur parcourue par unité de temps.
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Vecteur accélération instantanée

L'accélération moyenne sur l'intervalle de temps [ t , t+At ] est égale a la
variation de vitesse par unité de temps, c'est-a-dire :

— AV (M)  V(t+At) —\V(t)
Y(M)moyenne — At — At

Pour obtenir l'accélération a l'instant t, on fait tendre At vers zéro dans
I'expression de I'accélération moyenne sur l'intervalle [t, t+At] :

S(M) = lim AY (M) _ V(t+ A —V(t) _ dV(M)
At—0 At At dt




“* DIFFERENTS REFERENTIELS

» |- REPERE CARTESIEN

- Coordonnées cartésiennes: IR
Dans un repére orthonormé d'axes ox, oy, 0z et de base ' J: k} orthonormeée
La position du point M au cours du temps est définie par le vecteur position.

R (OXYZ) repere

A}Z
i
Y
oo y v
t = >
: @) e
X PR
..... —_ -

o OM =x(t)l+y(t)] + z(Ok

X, Y, Z sont les coordonneées du point M,

Le moduledeOMest yOMNM/ — \/Xz +y?Z + 22
13
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I1.6.2 Systeme de coordonnées cylindriques

On considere un repere orthonormeé :

— —> —»

®(0,1,] ,k) et un point M dans I'espace Z(%) .
a. Le vecteur position : OM

Dans le systeme de coordonnées cylindrique, le .. M
vecteur OM est repérée par trois coordonnées -

p(t) = o—m‘ rayon polaire p = O y
@(t) = (0X,0m) I'angle polaire

O<p< 27T . o(1)
z(t) =HmMH lacotez oo < 7z < oo ,
ona: OM=o0om+mM g:vecteur unitaireL e,

Soit : é;:@ E>_|\/|>:pe_>+z_k>
ol :

—

Le triedre : (g €, k) forme une base orthonormee directe.
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b. Le vecteur vitesse : \V} (|\/| ) /R

Or:

II’

—_————

dt
OM = pe  +zk

~ dOM

- d N -
V(I\/I)/R:a(pep+zk)R
V(M)/ 9ol &+ de, + 97 %
T dt], 'OdtR dt|,
. B dg ..
VM), = pe +pdt + 7k
-
de, f)A
dt
R

Pr FAIZ Cinématique
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Z
z(O)7--.,

de, ?
dt
R
O
de | de,
dt _dgp
R
- ,
R do
V(M) /, pe +p(pe +Z k de—»R
d(pR
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— —CoSpi—sing.j=—e
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c. Vecteur accélération :

7/(—M5/R:

dv

dt
R

V(M) =pe, +p.pe, +2k

Or:
- d o _ o __ °o _,
S y/(M)/R:—( ep+p.gpe¢+zkj
at R
- d ._,\\ d o __, d o _,
=3 55) 48 (i) + 36
R dt IO p)R dt pgo @ i dt
e T = | 92 5, a8 || [ do oo e ede,l | dzg
b}/(M)/R_[dt £,+p o J dt.goe¢+p.goe¢+pgpdt R - "
R
sk dep ? % dﬁ ?
dt dt
R R 17
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. de, _ de, .dgp :-.dep :g.o.;
dt de| dt|, = do v
R R R
. de,|  de&) do ¢de
dt d(P dt g dp|=—P€,
R . R
\/

y(M)/ =(pe +p. coe_j (p pe, + poe, —p¢26j zK

v
7 (M) =(p—p ¢2j.? (p¢+2¢pj_'+ 7k
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d. Relation entre : (p, ¢,2) et (X,y,Z)

Ona: — > - —
OM =xI+ Y.]+ zk .= === p coordonnées cartésiennes
OM — pep + Zk ===sssp coordonnées cylindriques
Z] COS(DZi
X= pCOS@ Sl o
. p? = x% + y* ) sing =~
Y =p0SIN@ Ou: y .
@ = Arctang - M
X :
2=/

Le module de OM

HWHZ\/XZJF y2+722 =,/ p2+ 72
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I1.6.3 Systeme de coordonnées polaires Y4 N

La position du point M est repérée par : (p,0) e(p J— ep ;

a. Le vecteur position: —— — Y. XETTTRTTRTPS
OM = pe :
—  OM P :
avec : ep = — .
ow| : s
J :
> — ) °
, <
(ep,e(p) est base orthonormee XX

b. Relation entre : (p, ¢) et (X,Y)

X = pCOSQ 02 = x2 4 32
. Ou: y
y=psiho ¢ = Arctan g =
X

Pr FATZ Cinématique
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c. Le vecteur vitesse :

Pr FAIZ Cinématique
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d. Vecteur accélération :

on a:

VIM)Ip=pe,+p.pe,

\
. — dV (M odf(e
> y(M) /g = M) Pe +P€0e
dt Tt
. <R "
ldp— -de, dp o de
*> 7(M) —[dt-eﬁ g | e dt |
— — R —
Or: de de d - de ° —
£l = £ . o = Q. P :gpe
dt de| dt|g do ¢
. R . R . R
de, :de¢ do :(;).dego :—g.o;
dt dep| dti; do r
R R R
....... » 7/(|\/|)/ (p p(ﬁzj.e —I—(IO(D-FZ(D,O)E(D
22

Pr FATZ Cmema'hque



I1.6.4 Systeme de coordonnées sphériques -

On considere un repére orthonormé : e —

®(0,1,j ,k) etun point M dans I'espice

a. Le vecteur position : Z

| o(t)

En coordonnées sphériques la position
du point M est repérée par:

(r®. 60, 00)) S
= HOMH:r r>0x ;
D,
=P L'angle : 6(t) = (k, OM) 0<O<T
"\
—  —
=P L'angle : ¢o(t) = (i, Om) 0<p<2nm

Le vecteur position est donné par: OM =r.e
"~r

Le triédre : (cr:eg :eq,) forme une base orthonormée directe.

23
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Base du repére sphérique : (& & e
p © phériq (cr,eﬁ,eq})

» Le vecteur :er

 ——

vecteur unitaire associé a O|\/|

—_—

) Le vecteur :
eH

e

* e, le danslesensded

—_— - —> X
* ey e plan (k,er)
» Le vecteur : e¢ - -
e¢ = er /\eg .
_— = ZA er
» soit le plan : (Om’k) V]
M’
0 €,

e®
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> Expressions de : ( r*ve?

eE’_é) e c plan(kep)
€

. — . - ZA T
ona: (e =cos@k+sinbe, M
. . 2 M’
* e, =C0sb.e, —sinok 5 g,
e, =cosgi+sing.]
. 0 BN m =
. . R = Co @ &

ep = C0OSOCOS @ I +Cc0osOsIN ¢ J-SINO kK

e, =Ccosd.k +sin6?.(005go.i +singo.j)

e c plan( ])

7 (

e, =C0Sso. \cow.i +sIn go.])— sin .k

N o
er =sINOCcos ¢ 1 +SINOsIN ¢ J+COSGk

—
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» Relation entre (r0,90) et (x, vy, 2): 4
D’aprés la figure: ) ;)
X = pCose X=rsInfdCcosy
y=psing ] y=rsingsing
po=rsing

Z =rcosd Z=TrC0s¢

On a:

» X2+ Y24+ 72 =2 p T =/ X2+ Y2 4 22

>X:tg¢ cecccc P gp:ArctangX
1

> X2+Zy2)z

> Expression du rayon vecteur OM

:tg@ oooooooo> QzarCtg

>

- ) : _ _ —_) —>
OM =rsIinBcos @ I + rsinBsin ¢ J+ rcoso k‘
Base cartésienne

oV =17

Jase spherique

26
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b. Le vecteur vitesse :

°ona OM =re - —
d [ — de,| _de | db +der do
> V(M)/R=a(rer)R dt | do| “dtl,  de| dtl
—— - —  de
>»V(M)/,=re +r—
dt .
_9r: ) ~ R ~ V
e, =sindcose. +sindsing. | +cosf.k .
e dépend de (¢,6) VM) g = r.e +
v ? ?
de - de (21(; rdeIr d¢9_|_rder do
: dé’RdtR dgoRdtR
de de d6’ de do
dt do  dt dgo dt 27
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Ona:

_A

de

% -
e, =sinOcos @

N
€¢ = COSOCOS @

—_

de

—_

—>

—

&, =COS@.l+Sing. |

C =—sin@dsing. +sindco

I +sIinOsin o J+cosOk

| +C0osOsIn (pT—sinez

6; = cosHCOSgo.i +Cc0sésin go.] —sindk = e_é:

S. ]

do :siné’.(—singo.i +cosgo.j)

=SIn 9.e¢

Pr FAIZ Cinématique
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de,| — . de| . —
On remplace : =g, et :smé’.e(p

do do

R R
dans l'expression :
- — de| dg| _de| d
VIM),e = 1 +r—r| 224 p==ef 292
do| dtfg do - dt |,
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d. Vecteur accélération :

[ J [ >

on a: V(M)/R:r_'+r 6?e +r.sin6.pe,

(I\/I)/ E(re +r6?e +rS|n9¢;j
d /R
2 ?
e (M) = | dr - pdef ] ) 07 G Bey +r.09%
dt dt dt dt |
R
d dz )
. e . e . .
+ | —.sinf.¢pe,
T dt
R/

dder _ (9?4_(05”]99 ( déja calculé)
t

R

(1)
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g, 5 &
dt v

— " N "‘ —_—
de(p :de¢ d(D :(.p_de(p :_(.0;
dt dep| dt|; de P
R R R

—_

Il faut exprimer ep dans (er,e@,ee)

—|| ||— —_

o O

7Z' —_—
> e = e lle .CO{E—QJ.Er +1e, e |-cos(@)e,

’0”‘ ZA _é

- . . - - Mf

e, =sInde +Ccosoe,

— }"
de, ¢ = —
(2) o =—@sinde, —pcosbe, o
R eé’
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de,| 7
dt rer =SINOcos o I +sINBsin ¢ J+ cosO k

—

€o = COSOCOS @ I +Cc0sOsIiN @ J-SINO k

A

Ona:

. B, =COS@I+sing.]

e, dépend de (¢, 0)

de,| de,| do
Tt do| "dt

R

—

+deg .dgo
- do i dt

R

% = —sinecosw.i —Sin Hsingo.] _CcosOk — _a
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Ona: €o = COSOCOS® I +Cc0sOSsINn @ J -SINOK
de, .- =
F —C0sdsIng.l +Ccosdcoso. |
»

—cos@( S|ngo|+cos¢)1)
or: € =—S|n(0|+COS§DJ

®
de, d d
. ﬁ:cose.g et _e:_a
< doe Y do
. de| _de| do| de| dg
0..'7 — . '
dtR d¢9RdtR dgoRdtR
NS % :—0,€+¢C086?.e_(; (3)
R

Pr FAIZ Cinématique
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—

(1); (2) et (3) dans I’expression de (M )/ , on obtient :

y(M)=y, ert+y,€0ty, €0

avecC .
( X J .2 .2
y.=r—ré —re sin°6
e o o0 .2
v, =2r0+rf—re sinfdcosd

Yy = Z;g.psin9+ rosing+2r goécosé’

Pr FATZ Cinématique
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11.7 Exemple de mouvement

Mouvement rectiligne:

La trajectoire est une droite

Une voiture sur une route
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I11.7 Exemple de mouvement

I1.7.1 Mouvement rectiligne

Dans un repére R, un point matériel M est animé d'un mouvement rectiligne

si sa trajectoire est une droite et si les vecteurs position , vitesse et
accélération sont colinéaires et portés par cette droite.

M, 11”!2 M, M, %3
—_)’— — e e o ——— e - ———
O 5 Z; 2 ¥ Ls X

i
%

% Vecteur positionest: QM =X |

X(t,) — x(t,) i _ g i

» Vitesse moyenne : Vm(l\/l) —

t,—t, At
» Vitesse instantanée: \/ (|\/| ) — d_i(_i
> Accélération _moyenne : Yo (|\/| ) — v (’[2) -V (tl) ] — ﬂ]
t,—-{ At

» Accélération instantanée: 7(|\/|):d_vj

dt
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Remarques :

® Sj :V=f(t) est connu

v

X est connue par intégration

Ona: vy =% — dx =Vdt

y

ondx = tEV.dt
v

X=X, + ttth

L Si : V est constante

Mouvement : rectiligne
uniforme

® Si le mouvement rectiligne a une
accélération constante

'

Le mouvement : uniformément varié
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V t
® Sji V croit avec le temps 'L dV :j‘ ]/dt
to

”\/ (\/.7/ )O) 0 M

ﬂ V =V, +£) y.dt

Le mouvement est accéléré
e Si V décroit avec le temps -dV = ]/dt—)VdV = ]/th
V]~ b7 <o)

Or : V.dt =dx
i v
Le mouvement est decele:'re V dV — )/dX

v
[vav =[x

On a: y = dd\: dV ]/dt 1 $
2 X
EVZ—EVO —J‘XO 7/dX
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I1.7.2 Mouvement curviligne

Trajectoire curviligne

Pr FAIZ Cinématique
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"Une bille sur un terrain courbe
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I1.7.2 Mouvement curviligne (base de Frenet)

Soit un point matériel M qui deécrit dans I|'espace
tridimensionnel une trajectoire C par rapport a un repere
fixe R,.

—

Définition: On appelle repére de Frenet A

un repere local d’origine M

muni d'une base orthonormée

direct.
i e e _
T.n,b=1AN - J
1 — >
I/O
Y
X"
9
T vecteur unitaire tangent a la trajectoire C au point M.

-

N vecteur unitaire normal a la trajectoire C au point M. et orienté
vers l'intérieur de la courbure de celle-ci.
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a. Vecteur vitesse exprimée dans le repere de Frenet

%

Soient:

M’(t+At)
'TZ
Ro(0oxyz)

x/ g A RC:HCMH C

A : point fixe par rapport a R,.

C: le centre de courbure le repere de FRENET a
chaque point M

R.: rayon de courbure.

S AM = arcAM = S(t) et AM'=arcAM'=S'(t+At)

S(t) : L'abscisse curviligne

la distance curviligne du point fixe A au point M(t)
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Pour un déplacement élémentaire, on a :

MM'=arcMM'=S'(t+ At) - S(t) =dS

Lorsque At est tres petit, on a :

MM'=OM'=OM =dOM =dS.7
- dOM

le vecteur tangent: T—

uy
uy
Ny
Ny

le vecteur vitesse: e,
J(vi3_[dOM | _(dOM ds)_(dOM (d_Sj
dt ) | ds “dt) [ ds ) \dt),

e (M) = 2 7 e [V (M| =52

42

Pr FAIZ Cinématique



b. Vecteur accélération dans le repere de Frenet

Ona: _. - — d\7
VIM)=V.re = —
(M) ; ty gt
- = V_>
M —_- T):—
= ( )/R dt i T+V

d7) (d7) ds dS(dr v
dt ds ) dt dt|dS ds
. R /R

= D’aprés la figure :

n L ;---’ﬁ:% _dT dS

s d6  ds,do
% lds=R.dg - SR
“do
“(dr n ——  dv- V2-
— | =Viom = y(M),=—17 +—n
at) R dt R
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dv - V2-

M).=—7+—n
riM) Rodt R

accélération tangentielle ’.’

accélération normale

LY 2 7/(M)/R :7T(M)+7/n(M)

Remarque :

e 2—»

y,=—n=>0

 ——
Y. . est toujours orientée vers
N “Ja concavité de la trajectoire
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le rayon de courbure :

mm 7(M5+7/ (M)

e (y(l\/l),R)z ( (I\/I)+7n('\/'))2

O] = O]« [, 3] + 27, (M), (M)
Sty
7/1- dt )/ dt ::. ...............................................
A B o it B S
Rc Rc ' \ 112 dV 2
, |ldv |’ ﬂ ‘,"‘g \\\\ N - E
TS H)/(l\/l),R dar Ré e éVKH'EI'é"EBG'EB'ﬁFé'"':

Pr FAIZ Cinématique 45



I1.7.3 Mouvement circulaire

Trajectoire circulaire

‘La Lune autour de la Terre

L 4
L J
L}
L |
[
L |
N
n
u
| |
||
|
L
u
]
L
|
.
)
\J
\ ]
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II1.7.3 Mouvement circulaire

‘e

‘A
trajectoire est un cercle .
» Vecteur position :

OM = Xi + y.i

On a: i

X=Rcosé , . 5 (0 :
..+» OM = Rcos6.i+Rsing.j- ~ PanO®)

y =Rsinéd
» Vecteur vitesse : \/ — d(;—TM — _ROsindi+ROcosH.]
OMYV =0 -.p qL@ﬁ)
» Vecteur accélération : ;7 = % —R 6.’2 cosfi—R H.Zsin H.i



Remarque

La position de la particule est décrite par :

S(t) est I'abscisse curviligne: S=AM

S=R.0

» Vitesse angulaire

ds -

La vitesse peut s’écrire : \/ (I\/I ) = — .7

dt

v

v _Js_ d(RO)
On pose : dt dt

do
dt

Donc: V _ Ra)

= @ : vitesse angulaire et elle s’exprime en rad/s
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cas ou o est une constante

_d@_ 0 o B
ona: —— =0 E’Lode‘jto‘”dt > 0-6,=o(t-t,)

En général,on pose 0, = 0 et t,=0

—» H:w.t:wzg

t
Pour un tour complet: t =T et 0 =27
AT —>1 t
pour n tours.I =) | — — la période du mouvement
t—>n n
n =1 27 1
WO=—=27TV avec: VZ?

V = la fréquence ( s! ou Hertz(Hz) )

Pr FATZ Cinématique
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» Accélération angulaire

I'accélération angulaire est définie par:

5 _do
Ou bien: o = da): dz@ t
dt dt?
Si o est constante : mouvement circulaire uniforme
d w t
— —w:ajf do=| adt
dt Wo to
el w=w,+a(t-t,)
d@ 0 0
— = %) t t
on o | dt - LO d6 = [ oydt+ | a(t-t,)dt
o=aw,+a(t—t,) w 1

0 =0, +a)o(t—t0)+§a(t—t0)2

Cette équation donne la position angulaire de
la particule a chaque instant
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II.7.3 Mouvement rectiligne sinusoidal

-
O X

Un mouvement est rectiligne sinusoidal si:

rectiligne : sa trajectoire est une droite

sinusoidal : I'abscisse du point mobile M est a chaque
instant de la forme :

X(t) = Asin(at + ¢)

Ou: A :Il'amplitude maximale du mouvement,
® : la pulsation
(P = la phase. 9
T . e la période du mouvement

®

Pr FATZ Cinématique
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» La position de M est :

X(t) = Asin(et + @)

} La vitesse de la masse m est donnée:
dx(t
V(t) = % = Awcos(wt + @)

> L'accélération de la masse m est donnée:
dv(t) d2x(t .
y(t) =% = dtg ):—Aa)23|n(a)t+go) = —w?X(1)

d2x
dt

(t)
+ C()ZX(t) — Oo
2 0O Equation différentielle
du 2¢me grdre sans

second membre
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I1.8 Hodographe du mouvement.

> Définition
L’hodographe du mouvement —— |a trajectoire suivie par

I'extrémité du vecteur vitesse instantanée

Vi), "
M(t,) V(t4)

V(t,) MG

: Hodographe du mouvement :

(tz) ..‘ .................................................... :
M( N

V(t,)
M(t,) H(t,)
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>» Remarques :

* L’'hodographe des vitesses par rapport a un point O fixe est donc

I'ensemble des positions d’un pointH, telque: —m —
OH =V(M)

* L’étude de I'hodographe permet de connaitre la nature du

mouvement.
* I'hodographe peut étre représentée soit par ses équations

paramétriques soit par son équation cartésienne, polaire ou autre.
» Exemple

L'équation cartésienne de I'hodographe dans le cas du mouvement
circulaire est:

X(t) = X. + Rcos(at) > Vy = “Rwsin(wt)
y(t) = y. + Rsin(wt) 1 Vx = Rwcos(wt)

e Vi + V7 =(Ro)?

L’hodographe du mouvement est le cercle de centre

&
(V,=0,V, =0) est de rayon Ro .
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I1.9 Changement de référentiel

1. Position de probléeme pgint matériel : Mouche dans un camion

en mouvement

A
I
I

.5
mOxl

La mouche a:

0.
dans Ry: dans R
0,M <:::0 OM

\7/R04----> V /R
iR 7 IR

5T B0

—_—

0,M

Ro

e 4

<4 .

L 4
lié au camion li& 4 :
Repere mobile e au so

\ Repeére fixe
repere

relatif Repere
absolu

Question :quelle est la relation entre les
Grandeurs absolues et celles relatives?
55
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Trajectoire/R,: R (repere mobile)
trajectoire absolue’*»,, z
..‘

On consideéere :

Trajectoire/R: .es
trajectoire relative """ rrsaa., ./

Le mouvementde R / R,
> |

Yo m

v

La particule M est repérée par :

oM d R, (O .
> O ans Ro ( Qo Xo Yo Zo) La particule M posséde:

e deux trajectoires :

» OM dansR (O xyz)

Pr FAIZ Cinématique
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2. Grandeurs absolues et relatives A

> Vecteur position

la position absolue: hens R .
position de M dans RO €pere mobiie

OpM = X, ()dy + Yo (1) Jo + 2o (£) K,

la position relative:
position de M dans R

O M =x(t)i+y(t).j+z(t)k
Relation entre la position absolue
et position relative
> _— _—
O,M =0,0 +0OM
o* JS S
““ K Ce,
Position absolue de M :' Position relative de M

p
Position de O /R,
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> Vecteur vitesse

La vitesse absolue de M T |a vitesse de M par rapport a:

R, : Repere absolu

Va(Mj — V(M5/R0= 1M

dt
I:QO

Ona: - — — .

OyM =X, (t) 4y + Yo (1) Jo + Zo(t) Ky
- dxo—» dy, — dz, —
V(M = — 0 0 Kk
(Mig, =g T+ gy ot gy e

On note :

dig| _dio| _dko| _g .(-_’**)
dtR_dtR_dtR_o car : IO’JO’kO

fixe dans R,
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D’autre part:

Ona:

Ro

OOM :OOO—l-OM -...}Va(M):dOOM :dooo +dOM
dt dt dt
Ro Ro Ro
OM=xi+Vy.]+zk i
dO,0 di dj dk|  dx - dy = dz .
- +X—| +Y—| +Z— +—i+—.j+—.
dt dt dt dt| dt” dt’” dt
U Ro Ro Ro j?
LN

Donc :

vitesse absolue

&

la vitesse de M
par rapport a R,

V

v

Vg =V + Ve

la vitesse d’entrainement

n - -
"B yitesse relative

la vitesse de M
par rapport aR

la vitesse de R par rapport a RO.
Pr FAIZ Cinématique
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dx: dy- dz-

'\ I\/I:=—.|+—. +—.k
(M) dt oltJ dt
Ona: | ) ,) )
V,(M) = 490/, dif y.ﬂ +2.8%
dt i dtR dtR dtR

On distingue deux cas de mouvement de R:

a. Cas de Translation

—

b =i;jo=] etky=k

Tadil _dj| _dk| g
dt dt dt
Ry Ry Ry
p V. = 40,0 “eep \Z:dooo+dxi+ﬂ_j>+%_k>
: dt dt dt dt~ dt
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Cas de Translation

R(mobile)

T4

Pr FATZ Cinématique
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b. Cas de rotation

R est en rotation par rapport a R, si au moins deux vecteurs de (l, j, k)

changent de sens par rapport a R,
On suppose que:

R est en rotation par rapport a R, suivant 02,

\J

1
le vecteur vitesse angulaire est porté par OZ.
Qr/r, =— .k
N " dt
> o RO
Yo Y 0
‘A Y Yo
X 0
X O est ’angle entre ’axe O X, et I’axe O X 0

Pr FATZ Cinématique 62



D'autre part d_A E +ﬁ/\A
dt |, dp ],
di " dk
N = dj - = =
2o gl _ ekl [
" N i Qnj et " Q Ak
R, Ry ™ R,
— \/
V, = dgzo+x(ﬂ A )+ y(Q/\ j)—l— Z(Q/\k)
.Y
Ve:d3:O+Q4\(xi+yj+zk) R
; Vo=V +
— V:
Ve dcd)to Q/\OM “‘ .............

Pr FAIZ Cinématique
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> Vecteur accélération

L'accélération absolue de M ™ L’'accélération de M par rapport a:

R, : Repeére absolu

dva(M)}

TI\/I)blR0 :7/3(M):[

dt
Avec :
dig| _dio| _dk| _g
dt dt dt
Ry Ry Ry

—— dvV. d(dx : dy. - dz. -
>  y(M) = dta:dt( % i S J+_0_kj

P (M), = X (0)dg + Yo ()-Jo + 2o (1) Ko

Pr FAIZ Cinématique 64



Cette accélération peut étre calculée d'une autre facon :

2 2 20 O 2O0M
(M, :d OoM| d (OO+OI\/I) dOOO+d OM
‘ ©oode | " dre dt2 dt2
Ona I\/I = Xi+y.j+zkK
d2i dZJ dZE
Jir, = dt2 e T dtZJ T
7/e * ) )
ﬂ* dzyj d2z - ) dxd|+dydj+dzdk
dt2 dt2 dt2 dt dt dt dt dt dt
]/r 7/c
cennnnanap Vo =V T Ve TV
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a. Cas de Translation R en translation par rapport a R,

& : . B,
Y e e dii dj| _dk| =
I, =1 y — et k :kllll — = — = — =0
° o= ° dt| ~ dt| dt
R, Ro R,
— d2?x: d?y - d?z - _ ,
>7/r_FI+F'J Fk ( inchangé )
—  d200 di d2j _de — d20,0
= +X——+V—+7 IIII> =
>7e T g _dt? Ve T e y 7o T e

I
0

—  (dxdi dydj dzdk — =
> :2 HEEENR —
e {dt dt dt dt | dt dt] > 7.=0
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b. Cas de rotation

> Ona:

Or:

di

Pr FAIZ Cinématique

” _d°0,0  d? yﬂ
° dt2 dtiz 7 dt2
=5/\I d_j: _0 —J’ dk
dt
Ry
dt?
Ro
dzjj _ _A,- _i
dez| dt
d2k — dk
2R 2k lelo A2
dt?|_ [thj { Adt}

, 4%
dt?

—_

(2)

(3)

(E)
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(1) (2) et(3)dans:_. 420 d2i dzj dZE

0
= + X — —
Ve 0 dt2 dt2 "y dt2 dt2

77 =d2®+_mA(Xl+yj+Z:)+QA xd—i+y0IJ dk
° dt? dt dt ~ dt ‘it

g2 L :
Eye:d OOO+{dQ/\OI\/I +Q/\(Q/\OI\/I)}

dt? dt
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> oOna: — dx di dy d_j dz dE
Y, =2 + +
dt dt dt dt dt dt
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1) i
d—ti(.ieri?
dt2-1+?_k,
t2 L
Q —_—
AV
I

v

- _d%0,0 [ dG
dt2 T dd—gl/\c) >
dt M+QA(QAOM‘)
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